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В данной работе приводится вариант постановки краевой задачи  карлемановского типа в классах квазигармонических функций в произвольных односвязных областях, являющейся естественным обобщением известной краевой задачи типа Карлемана для аналитических функций. Кроме того, в статье разработан конструктивный алгоритм решения поставленной краевой задачи в классах квазигармонических функций первого рода в единичном круге. Основной теоретический результат проиллюстрирован на конкретном примере.
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Напомним [1–3], что квазигармоническими функциями рода n в области 
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 называются функции, определяемые по формуле 
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, которая называется аналитической компонентой квазигармонической функции 
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В дальнейшем будем считать, что функция 
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, если в правой части (1) аналитическая компонента 
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Рассматривается следующая задача: найти все функции 
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 и удовлетворяющие на контуре 
[image: image17.wmf]L

 условию

                               
[image: image18.wmf])

(

)

(

)

(

)]

(

[

t

g

t

W

t

G

t

W

+

=

a

+

+

,                                 (3)

где 
[image: image19.wmf])

(

lim

)

(

z

W

t

W

L

t

z

Î

®

+

=

; 
[image: image20.wmf])

(

t

a

 – прямой сдвиг контура, для которого выполняется условие Карлемана 
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 функции, удовлетворяющие условию Гёльдера совместно с производными включительно до порядка 
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Сформулированную задачу можно определить как задачу типа Карлемана для квазигармонических функций рода n в области 
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 или как  задачу «
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В силу  (1)-(2) краевое условие (3) можно представить так: 
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Отметим, что равенство (5) является краевым условием дифференциальной краевой задачи типа Карлемана относительно аналитической в области 
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 функции 
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 [4, с. 332]. Отсюда можно заключить, что задача «
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» представляет собой неформальную модель дифференциальной задачи типа Карлемана для аналитических функций.

Известно, что задачи типа (5), как правило, решаются методом интегральных уравнений [4–5]. Однако указанный метод не дает возможности установить точную картину разрешимости и, соответственно, изучить вопросы устойчивости решений дифференциальных краевых задач типа Карлемана.   

Следовательно, важнейшей задачей в теории краевых задач комплексного анализа является поиск более «тонких» методов решения краевых задач типа (5), которые позволили бы проводить более точное и полное их исследование.

Ниже приводится конструктивный метод решения задачи «
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2. Метод решения задачи «
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 функция, принадлежащая классу 
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 будем искать в виде (6).

Поскольку на контуре 
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, то в рассматриваемом случае граничное условие (3) можно представить как:
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Вводя в рассмотрение вспомогательную аналитическую функцию 
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граничное условие (7) представим в виде
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. Здесь отметим, что (9) представляет собой граничное условие задачи типа Карлемана относительно аналитической функции 
[image: image59.wmf])

(

z

+

F

 [6, с. 172]. 

Допустим, что задача типа Карлемана (9) разрешима и определено ее общее решение 
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где 
[image: image66.wmf])

(

z

+

F

– общее решение задачи типа Карлемана (9).

Нетрудно проверить (см. также [1, с. 162]), что при выполнении следующих условий 
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где 
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 ( произвольная комплексная постоянная.

Наконец, подставив в правую часть равенства (6) вместо 
[image: image76.wmf])

(

z

+

j

 функцию, задаваемую формулой (12), получим общее решение искомой задачи «
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В результате проведенных выше рассуждений можно сформулировать следующее утверждение.

Теорема. Решение задачи «
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» в классе квазигармонических функций 1-го рода в единичном круге 
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»  разрешима тогда и только тогда, когда разрешима задача типа Карлемана (9) и для ее решений выполняются условия (11).
Пример. Требуется найти все квазигармонические функции 
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Решение. Так как всякая функция класса 
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 представляется формулой (6), то в данном случае граничное условие (9) примет вид:
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Поскольку 
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= 4, задача типа Карлемана (14) разрешима и ее общее решение можно представить в виде:
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где 
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 – произвольные действительные постоянные [6, с. 186].

Легко проверить, что для того, чтобы функция (15) удовлетворяла условиям (11), достаточно потребовать выполнение условия: 
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С учетом (16) из формулы (12) получим 
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Теперь, подставив в правую часть (6) вместо 
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 функцию (17), получим решение искомой задачи (13):


[image: image103.wmf]þ

ý

ü

î

í

ì

b

-

b

+

+

b

+

+

b

+

b

+

-

b

-

b

+

+

b

+

=

3

4

3

0

4

3

2

4

3

0

z

 

)

(

3

1

)

(

1

2

z

 

)

(

)

(

i

z

i

С

i

z

z

z

i

i

С

z

W

.

Таким образом, общее решение данной граничной задачи (13) линейно зависит от пяти произвольных действительных постоянных 
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Abstract. The paper presents a statement of the boundary value problem of Carleman type in the classes of quasiharmonic functions of the genus n in random simply connected domains, which is a natural generalization of the well-known boundary value problem of Carleman type task for analytic functions. In addition, the paper developed a constructive algorithm for solving the boundary value problem in the classes of quasiharmonic functions of the first type in unit circle. The main theoretical results are illustrated with a concrete example.
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